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Controˆle du chaos Hamiltonien et ame´lioration du confinement dans les plasmas
de fusion magne´tique
C. Chandre1∗, G. Ciraolo1,2, R. Lima1, M. Vittot1
1Centre de Physique The´orique †, CNRS Luminy,
Case 907, F-13288 Marseille Cedex 9, France
2Association Euratom-CEA, DRFC/DSM/CEA,
CEA Cadarache, F-13108 St. Paul-lez-Durance Cedex, France
Les pertes d’e´nergie et de particules dues au transport anormal dans les appareils de confinement magne´tique
de type tokamak sont encore un se´rieux obstacle pour la fusion thermonucle´aire controˆle´e [1]. Au niveau
d’ITER, des changements aussi modestes soient-ils dans les proprie´te´s de confinement peuvent changer de
manie`re drastique le facteur d’amplification d’e´nergie. Les e´tats de meilleur confinement trouve´s empirique-
ment et la possibilite´ de re´duire et/ou supprimer le chaos avec les perturbations parame´triques (essentiellement
de´veloppe´es pour les syste`mes dissipatifs), sugge`rent d’e´tudier la possibilite´ d’une strate´gie de controˆle du trans-
port chaotique anormal par des perturbations approprie´es agissant au niveau microscopique des mouvements
des particules charge´es.
Le transport anormal d’origine non collisionnelle est aujourd’hui attribue´ a` la pre´sence de fluctuations turbu-
lentes du champ e´lectrique dans les plasmas de fusion. Il y a plusieurs anne´es, il a e´te´ montre´ que la mode´lisation
E×B des mouvements du centre guide des particules tests charge´es donne une explication naturelle de la dif-
fusion a` travers le champ magne´tique de confinement B [2]. Ces particules tests qui peuvent eˆtre, par exemple,
des e´lectrons ou des impurete´s (suffisamment dilue´es pour ne pas influencer le champ e´lectrique), sont soumises
a` la force de Lorentz et l’e´quation du mouvement est
m
dv
dt
= q
(
E+
v
c
×B
)
.
De cette e´quation, on montre que le composante transverse (au champ magne´tique) de la vitesse a pour expres-
sion
vd =
c
B2
E(x, t)×B,
a` des termes pre`s qui sont ne´gligeables dans le cas d’un fort champ magne´tique (pression cine´tique ne´gligeable
devant la pression magne´tique, ce qui est le cas dans un tokamak en premie`re approximation). Dans le cadre
de cette approximation, appele´e approximation du centre guide, les e´quations du mouvement des particules
charge´es en pre´sence d’un champmagne´tique toro¨ıdal intenseB = Bez et d’un champ e´lectrique non stationnaire
E(x, y, t) = −∇V (x, y, t) sont donc
x˙ =
d
dt
(
x
y
)
=
c
B
(
−∂yV (x, y, t)
∂xV (x, y, t)
)
. (1)
Les coordonne´es spatiales x et y jouent donc le roˆle de variables canoniquement conjugue´es et le potentiel
e´lectrostatique V (x, y, t), spatialement turbulent, est le Hamiltonien du syste`me.
Dans le cas des syste`mes dissipatifs, une strate´gie efficace pour le controˆle est la stabilisation des orbites
pe´riodiques instables ou` la dynamique est attire´e. Controˆler le chaos dans les syste`mes Hamiltoniens ne´cessite
des strate´gies bien diffe´rentes de celles envisage´es pour les syste`mes dissipatifs car il n’y a pas d’ensembles
attractifs dans leur espace des phases.
Au sein de l’e´quipe de dynamique non-line´aire du CPT, une nouvelle strate´gie pour controˆler le chaos dans les
syste`mes Hamiltoniens est de´veloppe´e. Ce proble`me nous a amene´ a` de´velopper une technique mathe´matique
approprie´e fonde´e sur les techniques KAM (en particulier, de´veloppements en se´rie et inversions d’ope´rateurs).
L’ide´e centrale et le sens du controˆle est de modifier de manie`re pertinente la dynamique du syste`me a` travers
des petites perturbations telles que la structure originale du syste`me soit conserve´e. Par exemple, on cherche
des petites perturbations qui rendent le syste`me inte´grable ou plus proche de l’inte´grabilite´.
∗ Adresse e´lectronique: chandre@cpt.univ-mrs.fr
† Unite´ Mixte de Recherche (UMR 6207) du CNRS, et des universite´s Aix-Marseille I, Aix-Marseille II et du Sud Toulon-Var.
Laboratoire affilie´ a` la FRUMAM (FR 2291).
2Plus pre´cise´ment, l’ide´e est de trouver une modification du potentiel e´lectrostatique V qui augmente significa-
tivement le confinement des particules charge´es. De plus, cette modification doit re´pondre a` plusieurs contraintes
et notamment elle ne doit introduire qu’un faible couˆt e´nerge´tique pour eˆtre envisageable expe´rimentalement.
Le potentiel e´lectrostatique controˆle´ est donc
Vc(x, y, t) = V (x, y, t) + f(x, y, t),
ou` ‖f‖ ≪ ‖V ‖.
Nous avons montre´ [3] qu’un terme de controˆle f possible est donne´ par
f =
∞∑
n=1
(−1)n
(n+ 1)!
{ΓV }n(nR+ 1)V, (2)
ou` {·} de´signe l’ope´rateur de Lie agissant comme le crochet de Poisson {H1}H2 = {H1, H2}. Les ope´rateurs
line´aires Γ et R sont de´finis a` partir de la partie inte´grable du Hamiltonien autonome du syste`me, note´ H0.
L’ope´rateur Γ est un pseudo-inverse de {H0}, c’est-a`-dire qu’il ve´rifie
{H0}
2 Γ = {H0},
et R = 1− {H0}Γ est le projecteur sur les modes non-re´sonants (car {H0}Γ = Γ{H0}).
Pour illustrer notre approche, on choisit le mode`le suivant
V (x, t) =
∑
k
Vk sin[k · x+ ϕk − ω(k)t], (3)
ou` les Vk de´croissent comme une fonction donne´e de k, en accord avec les donne´es expe´rimentales. Pour simplifier
encore le mode`le, on conside`re ω(k) = ω0 constant et les phases ϕk ale´atoires, de manie`re a` reproduire un champ
turbulent. De plus, nous conside´rons pour |Vk| une loi de puissance en k, afin de reproduire les caracte´ristiques
spectrales obtenues expe´rimentalement [4]. La forme explicite du potentiel est donc [2]
V (x, y, t) = a
N∑
m,n=1
sin [2pi(nx+my) + ϕnm − 2pit)]
2pi(n2 +m2)3/2
. (4)
Dans la suite, on prendra N = 25. Nous e´tendons l’espace des phases (x, y) en (E, τ, x, y) ou` la nouvelle variable
dynamique τ e´volue comme τ(t) = t+ τ(0) et E est canoniquement conjugue´e a` τ . Si on absorbe la constante
c/B de (1) dans l’amplitude a, on peut conside´rer des petits valeurs de a quand B est grand. Le Hamiltonien
autonome du syste`me est donc
H˜(E, τ, x, y) = E + V (x, y, τ). (5)
Pour des petites valeurs de a, le Hamiltonien (5) a la forme H = H0+V , c’est-a`-dire, un Hamiltonien inte´grable
H0 plus une perturbation V . La moyenne temporelle de V e´tant nulle, on a RV = 0. Le premier terme f2 de
la se´rie (2) donnant le terme de controˆle f est donne´ par
f2 = −
1
2
{ΓV, V }. (6)
Dans le cas conside´re´, H0 = E et la fonction ΓV est donc une primitive de V par rapport au temps :
ΓV (x, y, t) =
a
(2pi)2
N∑
m,n=1
cos [2pi(nx+my) + ϕnm − 2pit]
(n2 +m2)3/2
, (7)
et le calcul de f2 donne
f2(x, y, t) =
a2
8pi
∑
n1,m1,n2,m2
n2m1 − n1m2
(n2
1
+m2
1
)3/2(n2
2
+m2
2
)3/2
× sin
[
2pi
[
(n1 − n2)x+ (m1 −m2)y
]
+ ϕn1m1 − ϕn2m2
]
. (8)
Les autres termes de la se´rie se calculent explicitement par des crochets de Poisson successifs avec ΓV . Il est
a` noter qu’avec le terme de controˆle f , les particules tests sont stoppe´es et il n’y a plus de transport vers les
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FIG. 1: Exemple d’une trajectoire obtenue pour le Hamiltonien (5) (a` gauche) et pour le Hamiltonien (5) plus le terme
de controˆle (8) (a` droite) avec a = 0.8.
bords car H + f est inte´grable et canoniquement conjugue´ a` H0 = E. Par contre, ce terme de controˆle f ayant
un spectre trop riche pour la mise en place expe´rimentale, il est envisage´ une troncature de la se´rie donnant f .
Par exemple, le premier terme f2, d’ordre ‖V ‖
2, est tel que le Hamiltonien donne´ par Hc = H0 + V + f2 est
plus proche de l’inte´grabilite´ que le Hamiltonien de de´part H0 + V , c’est-a`-dire, tel que Hc est canoniquement
conjugue´ a` H0 + O(‖V ‖
3). L’efficacite´ du terme de controˆle partiel f2, qui est aussi un test de robustesse
de la strate´gie de controˆle envisage´e, est ve´rifie´e a` l’aide de simulations nume´riques. Nous avons compare´ les
proprie´te´s des trajectoires de particules obtenues avec le Hamiltonien (5) et avec le Hamiltonien controˆle´ dont le
terme de controˆle est donne´ par (8). La figure 1 montre deux trajectoires issues des meˆmes conditions initiales
calcule´es avec et sans le terme de controˆle. La particule reste confine´e dans une re´gion e´troite dans le cas
controˆle´, indiquant une re´duction du transport vers les bords. Afin d’e´tudier qualitativement les proprie´te´s de
diffusion du syste`me, le de´placement quadratique moyen
〈r2(t)〉 =
1
M
M∑
i=1
‖xi(t)− xi(0)‖
2
, (9)
d’un ensemble de M particules distribue´es initialement uniforme´ment au hasard dans le domaine 0 ≤ x, y ≤ 1
pour t = 0 montre que le comportement est line´aire en fonction du temps. Le coefficient de diffusion est obtenu
par
D = lim
t→∞
〈r2(t)〉
t
.
Ce coefficient de diffusion D en fonction de a est repre´sente´ sur la figure 2 (en e´chelle log-lin). Une re´duction
significative de la diffusion est observe´e quand on ajoute le terme de controˆle. Comme attendu, l’action du terme
de controˆle devient plus faible lorsque a augmente (ou de manie`re e´quivalente lorsque le champ magne´tique B
diminue) dans la direction de la phase tre`s chaotique.
La mesure de l’amplitude relative du terme de controˆle f2 par rapport au potentiel e´lectrostatique (4),√
〈f2
2
〉 − 〈f2〉2
〈V 2〉 − 〈V 〉2
≈ 0.01a, (10)
montre que le terme de controˆle est une petite modification du potentiel e´lectrostatique. Les principaux sce´narios
pour ITER sont fonde´s sur les barrie`res de transport (mode H, ITB, etc.). Ces barrie`res de transport sont souvent
associe´es a` un grand apport d’e´nergie. Cette strate´gie de controˆle ouvre une voie d’investigation possible pour
cre´er des barrie`res (ou re´duire le transport turbulent) et ame´liorer le confinement magne´tique a` faible couˆt
e´nerge´tique dans les appareils de fusion controˆle´e tels que les tokamaks.
Il est a` noter que cette nouvelle strate´gie de controˆle des syste`mes Hamiltoniens a e´te´ teste´e expe´rimentalement
avec succe`s sur un Tube a` Ondes Progessives [5], ou` 0.1% de l’e´nergie du syste`me est suffisant pour re´duire de
manie`re significative la de´cohe´rence cine´tique d’un faisceau d’e´lectrons soumis a` plusieurs ondes e´lectrostatiques.
Plus ge´nre´ralement, ce travail a e´te´ e´tendu aux applications symplectiques, au cas de la re´duction de la stochas-
ticite´ des lignes de champ magne´tique, du me´lange et de l’advection chaotique dans les fluides incompressibles,
et a` l’ionisation d’atomes de Rydberg.
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FIG. 2: Coefficient de diffusion D en fonction du parame`tre a pour H donne´ par (5) (carre´s) et donne´ par le Hamiltonien
(5) avec le terme de controˆle (8) (cercles).
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